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Евклид
Имя  Евклида  навсегда  связано  с  одним  из   ответвлений   математики, получившим название „евклидова геометрия". Столь прочная  слава  закрепилась за Евклидом заслуженно, благодаря его труду ..Начала". В школах всего  мира, долгие столетия геометрия преподавалась по ..Началам" Евклида. В  английских школах до сегодняшнего дня учебники  геометрии  по  своей  форме  напоминают этот ученый трактат. В  мировой  литературе  „Начала"  принадлежат  к  числу самых популярных  и  распространенных  математических  трудов.  Несмотря  на столь огромную популярность Евклида как автора ..Начал", сам он,  его  облик и жизненный путь известны очень мало. Нет исторически верных сведений о  его жизни, неизвестны даже точные даты  его  рождения  и  смерти.  По  сведениям оставленным потомству Проклом (410—485), автором комментариев  к  „Началам",

деятельность  Евклида  проходила  во  время  правления  Птолемея  Сотера   1

(305—282 гг до н.э.).  При  этом  царе,  столица  Египта  Александрия  стала

центром научной и культурной жизни тогдашнего  мира,  и  привлекала  к себе многих  выдающихся  ученых  со  всех  сторон,  в  частности,  из Греции.  В знаменитой в те времена Александрийской школе работали тогда многие  светила математики  и  среди  них  Евклид,  который   был   одним из   первых   ее преподавателей. Дошедшие до  нас  произведения  Евклида, свидетельствуют  о том,  что  это  был  весьма  способный  и  даже талантливый  преподаватель. 

Существует мнение, что Евклид был воспитанником Платоновской академии, где, имея доступ к лучшим трудам греческих математиков и философов, достиг  высот тогдашних научных знаний. Действительно, произведения Евклида носят на  себе признаки  увлечения  платоновской  философией: Евклид,  например,  в  своих трактатах  весьма  тщательно   избегает проблем   практического   порядка.

Некоторый свет на Евклида как человека,  математика  и  философа,  проливают два анекдота, правдивость которых, впрочем, как и  правдивость  вообще  всех анекдотов, может  быть  взята  под  сомнение.  Рассказывают,  например,  что однажды царь  Птолемей  1,  листая  книгу  ..Начал"  обратился  к  автору  с вопросом нет ли более простых путей к овладению  наукой  геометрии,  на  что Евклид ответил: "В геометрии нет особых  дорог  даже  для  царей".  В  другом анекдоте говорится,  что  один  из  учеников  Евклида,  изучая  геометрию  и ознакомившись с первой аксиомой спросил что  ему  даст  изучение  геометрии? Вместо ответа Евклид подозвал невольника и  распорядился.  „Дай  ему  обола, ибо этот человек ожидает прибыли от науки". Математик Папп (320  г.  н.  э.) восторгается   необыкновенной   честностью,   скромностью,    кротостью    и одновременно независимостью,  какими  чертами  характера  отличался  Евклид.

Евклид был весьма плодовитым автором различных  трудов.  Известно,  что  его перу принадлежит не менее 10 трактатов, из которых  „Начала",  состоящие  из 13  книг  считаются  крупнейшим  произведением  в  истории  математики.  Это первый, сохранившийся математический трактат, в  котором  со  всей  полнотой отразился дедуктивный метод. ..Начала" носят характер  учебника,  в  котором Евклид дал полный свод математических знаний своих  предшественников. Таким образом, Евклида трудно считать самостоятельным автором содержания  „Начал", за небольшими  исключениями,  касающимися  конусных  сечений  и  сферической геометрии. Но в „Началах" Евклид проявил себя  великолепным  систематиком  и выдающимся педагогом из  всех  существовавших  за  всю  историю  математики.

..Начала"  были  написаны  около  300   года   до   н.э.,   но   древнейшие,

сохранившиеся рукописи на греческом языке восходят всего лишь к Х ве  нашего летосчисления. Со времен 1  века  нашей  эры сохранилось только  несколько отрывков папируса с текстом. Из тринадцати книг  ..Начал"  первая,  вторая, третья и четвертая а также  шестая,  посвящены  геометрии  на  плоскости,  в одинадцатой,  двенадцатой  и  тринадцатой  приведены  основы   стереометрии, остальные книги ..Начал" посвящены теории пропорций и арифметике.  В  начале труда Евклид приводит  десять  первичных  теорем  —  без  доказательств,  из которых пять первых назвал аксиомами,  а  остальные  —  постулатами  и  ввел необходимое  число  определений.  Опираясь  на   этой   системе   аксиом   и постулатов, Евклид дает доказательства 465 теорем распределенных в  цепочку, очередные звенья которой логически вытекают из  предыдущих  звеньев  или  из аксиом. Пятая,  так  называемая  ,,Аксиома  параллельности"  на  целые  века заняла умы многих математиков. Сначала, как например, Птолемей  в  древности и потом, уже в XVIII веке ученые пытались дать доказательство  этой  аксиомы и  после  многих  неудачных  попыток  приняли  четыре  первые  аксиомы   без

доказательств;  в  конце  концов,  отказ   от   пятой   аксиомы   привел   к

возникновению новой теории, получившей название неевклидовой геометрии.

  Одна из теорем, приведенная в „Началах", авторство которой  приписывается Евклиду,  известна  из  школьного  курса  и   гласит:   ..Площадь   квадрата построенного на высоте  прямоугольного  треугольника  опущенной  из  прямого угла на гипотенузу, равновелика площади прямоугольника со сторонами  равными отрезкам  гипотенузы,  полученными  от  пересечения   ее   высотой"   Другие произведения  Евклида  не  сохранились.  О   том,   что   они   существовали свидетельствуют упоминания в трудах других математиков.
Постулаты Евклида
Евклид – автор первого дошедшего до нас строгого логического построения геометрии. В нем изложение настолько безупречно для своего времени, что в течение двух тысяч лет с момента появления его труда «Начал» оно было единственным руководством для изучающих геометрию.

«Начала» состоят из 13 книг, посвященных геометрии и арифметике в геометрическом изложении.

Каждая книга «Начал» начинается определением понятий, которые встречаются впервые. Так, например,  первой книге предпосланы 23 определения. В частности,

Определение 1.  Точка есть то, что не имеет частей.

Определение 2.  Линия есть длины без ширины

Определение 3. Границы линии суть точки.

Вслед за определениями Евклид приводит постулаты и аксиомы, то есть утверждения, принимаемые без доказательства.

         Постулаты:
I. Требуется, чтобы от каждой точки ко всякой другой точке можно было провести прямую линию.
II . И чтобы каждую прямую можно было неопределенно продолжить.

III. И чтобы из любого центра можно было описать окружность любым радиусом.

IV. И чтобы все прямые углы были равны.

V. И чтобы всякий раз, когда прямая при пересечении с двумя другими прямыми образует с ними односторонние внутренние углы, сумма которых меньше двух прямых, эти прямые пересекались с той стороны, с которой эта сумма меньше двух прямых.

Аксиомы:
I. Равные порознь третьему равны между собой.
II. И если к ним прибавим равные, то получим равные.
III. И если от равных отнимем равные, то получим равные.
IV. И если к неравным прибавим равные, то получим неравные.
V. И если удвоим равные, то получим равные.
VI. И половины равных равны между собой.
VII. И совмещающиеся равны.
VIII. И целое больше части.
IX. И две прямые не могут заключать пространства.

Иногда IV  и V постулаты относят к числу аксиом. Поэтому пятый постулат иногда называют  XI аксиомой. По какому принципу одни утверждения относятся к постулатам, а другие к аксиомам, неизвестно.

Никто не сомневался в истинности постулатов Евклида, что касается и V постулата. Между тем уже с древности именно постулат о параллельных привлек к себе особое внимание ряда геометров, считавших неестественным помещение его среди постулатов. Вероятно, это было связано с относительно меньшей очевидностью и наглядностью V постулата: в неявном виде он предполагает достижимость любых, как угодно далеких частей плоскости, выражая свойство, которое обнаруживается только при бесконечном продолжении прямых.

Попытки доказательства V постулата Евклида
Возможно, что уже сам Евклид пытался доказать постулат о параллельных. В пользу этого говорит то обстоятельство, что первые 28 предложений  «Начал» не опираются на V постулат. Евклид как бы старался отодвинуть применение этого постулата до тех пор, пока использование его  не станет настоятельно необходимым.

Одни математики старались доказать постулат о параллельных, применяя только другие постулаты и те теоремы, которые можно вывести из последних, не используя сам V постулат. Все такие попытки оказались неудачными. Их общий недостаток в том, что в доказательстве неявно применялось какое-нибудь предположение, равносильное доказываемому постулату.

Другие предлагали по-новому определить параллельные прямые или же заменить V постулат каким-либо, по их мнению, более очевидным предложением. Так, например, в XI веке Омар Хайям ввел вместо V  постулата «принцип», согласно которому две лежащие в одной плоскости  сходящиеся прямые пересекаются и не могут расходиться в направлении схождения. С помощью этого принципа Хайям доказывает, что в четырехугольнике ABCD, в котором углы при основании А и В – прямые и стороны АС, ВD равны, углы С и D так же прямые, а из этого предложения о существовании прямоугольника выводится V постулат. Рассуждения Хайяма получили оригинальное развитие в XIII веке у Насирэдинна ат-Туси, работы которого в свою очередь стимулировали исследования Д. Валлиса. В 1663 году Валлис доказал постулат о параллельных, исходя из явного допущения, что для каждой фигуры существует подобная ей фигура произвольной величины. Это допущение он считал вытекающим из существа пространственных отношений.

С логической точки зрения результаты Хайяма или Валлиса лишь выявляли равносильность V постулата и некоторых других предложений геометрии. Так, Хайям, по существу, установил эквивалентность постулата и предложения о сумме углов треугольника, а Валлис показал, что не только из V постулата можно вывести учение о подобии, но и обратно – их евклидова учения о подобии следует V постулат.

Один из обнадеживающих способов подхода к доказательству пятого постулата, которым пользовались многие геометры XVIII и первой половины XIX веков, состоит в том, что пятый постулат заменяется его отрицанием или каким-либо утверждением, эквивалентным отрицанию. Опираясь на измененную таким образом систему постулатов и аксиом, доказываются всевозможные предложения, логически из нее вытекающие.  Если пятый постулат действительно вытекает из остальных постулатов и аксиом, то измененная указанным образом система постулатов ми аксиом противоречива. Поэтому рано или поздно мы придем у двум взаимно исключающим выводам. Этим и будет доказан пятый постулат.
Именно таким путем пытались доказать пятый постулат Д. Саккери (1667-1733), И. Г. Ламберт (1728-1777) и А.М. Лежандр (1752-1833).
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Исследования Саккери были опубликованы в 1733 году под названием «Евклид, очищенный от всяких пятен, или опыт, устанавливающий самые первые принципы универсальной геометрии».

Саккери исходил из рассмотрения четырехугольника 
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 с двумя  прямыми углами при основании
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и с двумя равными боковыми сторонами 
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. Из симметрии фигуры относительно перпендикуляра  
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 к середине основания 
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следует, что углы при вершинах 
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 равны. Если принять пятый постулат и, следовательно, евклидову теорию параллельных, то можно установить, что углы 
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 - прямоугольник. Обратно, как доказывает Саккери, если хотя бы в одном четырехугольнике указанного вида углы при верхнем основании окажутся прямыми, то будет иметь место евклидов постулат о параллельных. Желая доказать этот постулат Саккери делает три возможных предположения: либо углы 
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 прямые, либо тупые, либо острые (гипотезы прямого, острого и тупого угла). Для доказательства пятого постулата необходимо опровергнуть гипотезы острого и тупого угла. Совершенно точными рассуждениями Саккери приводит к противоречию гипотезу тупого угла. Вслед за тем, приняв гипотезу острого угла, он выводит весьма далеко идущие ее следствия с тем, чтобы и здесь получить противоречие. Развивая эти следствия Саккери строит сложную геометрическую систему, не заключая о противоречии только потому, что полученные им выводы не соответствуют привычным представлениям о расположении прямых.  В результате он «находит» логическое противоречие, но в результате вычислительной ошибки.
Идеи Ламберта, развитые им в сочинении «теория параллельных линий» (1766г.), близко примыкают к соображениям Саккери.

Он рассматривает четырехугольник с тремя прямыми углами. Относительно четвертого угла так же возникают три гипотезы: этот угол прямой, тупой или острый. Доказав эквивалентность пятого постулата гипотезе прямого угла и сведя к противоречию гипотезу тупого угла, Ламберт, подобно Саккери, вынужден заниматься гипотезой острого угла. Она приводит Ламберта к сложной геометрической системе, в которой ему не удалось встретить логического противоречия.  Ламберт нигде в своем сочинении не утверждает, что V постулат им доказан, и приходит к твердому заключению, что и все другие попытки в этом направлении не привели к цели.

«Доказательства евклидова постулата, - пишет Ламберт, - могут быть доведены столь далеко, что остается, по-видимому, ничтожная мелочь. Но при тщательном анализе оказывается, что в этой кажущейся мелочи и заключается вся суть вопроса; обыкновенно она содержит либо доказываемое предложение, либо равносильный ему постулат».

Более того, развивая систему гипотезы острого угла, Ламберт обнаруживает  аналогию этой системы со сферической геометрией и в этом усматривает возможность ее существования.

«Я склонен даже думать, что третья гипотеза справедлива на какой-нибудь мнимой сфере. Должна же быть причина, вследствие которой она на плоскости далеко не поддается опровержению, как это легко может быть сделано со второй гипотезой».

Лежандр в своем доказательстве пятого постулата рассматривает три гипотезы относительно суммы углов треугольника.

1. Сумма углов треугольника равна двум прямым.

2. Сумма углов треугольника больше двух прямых.

3. Сумма углов треугольника меньше двух прямых.

Он доказал, что первая гипотеза эквивалентна пятому постулату, вторая гипотеза невозможна; и приняв третью гипотезу приходит к противоречию, неявно воспользовавшись в доказательстве пятым постулатом через один из его эквивалентов.
В результате проблема параллельных оставалась к началу XIX века неразрешенной и положение казалось безвыходным. Большой знаток вопроса венгерский математик Фаркаш Бояи в 1820 году писал своему сыну Яношу: «Молю тебя, не делай только и ты попыток одолеть теорию параллельных линий: ты затратишь на это все свое время, а предложения этого вы не докажете все вместе. Не пытайся одолеть теорию параллельных линий ни тем способом, который ты сообщаешь мне, ни каким-либо другим. Я изучил все пути до конца: я не встретил ни одной идеи, которой бы я не разрабатывал. Я прошел весь беспросветный мрак этой ночи, и всякий светоч, всякую радость жизни я в ней похоронил… Этот беспросветный мрак… никогда не прояснится на земле, и никогда несчастный род человеческий не будет владеть чем-либо совершенным даже в геометрии. Это большая и вечная рана в моей душе…». Беспросветный мрак, о котором с горечью писал старший Бойяи, рассеял Лобачевский.
Геометрия Лобачевского
В мемуаре «О началах геометрии» (1829) Лобачевский прежде всего воспроизвел свой доклад 1826г.

Он определяет основные понятия геометрии, не зависящие от V постулата, и заметив, что сумма углов прямолинейного треугольника не может быть 
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>

, как это имеет место у сферических треугольников, Лобачевский заявляет: «Мы видели, что сумма углов прямолинейного треугольника не может быть 
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. Остается предполагать эту сумму 
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или 
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<

. То и другое может быть принято без всякого противоречия впоследствии, от чего и происходят две Геометрии: одна, употребительная доныне по своей простоте, соглашается со всеми измерениями на самом деле; другая, воображаемая, более общая и потому затруднительная в своих вычислениях, допускает возможность зависимости линий от углов».
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Лобачевский указывает, что в «воображаемой геометрии» сумма 

углов треугольника всегда
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<

и две прямые могут не пересекаться в случае, когдаони образуют с секущей углы, в    

сумме меньшие 
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. Параллельные  прямые определяются как такие, которые не пересекаются, но могут быть получены предельным переходом из пересекающихся. Через каждую точку плоскости  проходят две прямые, параллельные данной прямой, лежащей в этой плоскости; эти прямые делят пучок прямых, проходящих через данную точку, на четыре области, в двух из которых проходят прямые, пересекающие данную прямую, а в двух – прямые, которые не пересекают эту прямую и не могут быть получены предельным переходом из пересекающихся – такие прямые называются расходящимися; параллельные прямые разграничивают пресекающие прямые от расходящихся (на рис. условно изображены прямые 
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 и 
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¢

, проведенные через точку А параллельно прямой 
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, прямые 
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 и 
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, проведенные через точку А и пресекающие прямую 
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, и прямые  
[image: image26.wmf]s

 и 
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¢

, расходящиеся с прямой 
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). Угол 
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 между прямой, проведенной через точку А параллельно прямой 
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, и перпендикуляром, опущенным из А на 
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, Лобачевский называет «углом параллельности» и показывает, что функция 
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, выражающая зависимость этого угла от длины а перпендикуляра, может быть (в современных обозначениях) записана в виде
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где q – некоторая постоянная. При а
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0 угол параллельности всегда острый, причем он стремится к 
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  при 
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а

, постоянная же q может служить на плоскости  Лобачевского абсолютной единицей длины, аналогичной абсолютной единицей длины, аналогичной единице угла в евклидовом пространстве. Лобачевский устанавливает также, что расходящиеся прямые обладают общим перпендикуляром и удаляются друг от друга по обе стороны от него, а две параллельные прямые приближаются друг к другу и расстояния точек одной из них от другой стремится к 0 при неограниченном удалении этих точек. Сумма углов треугольника в геометрии Лобачевского всегда меньше 
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, и если 
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- «угловой дефект» треугольника, то есть разность между 
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и суммой его углов, то площадь треугольника S равна
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где q –  та же постоянная, что и в формуле (1).

Круг при стремлении его радиуса к бесконечности переходит в системе Лобачевского не в прямую, а в особого рода кривую «предельного круга» - в настоящее время такие кривые называют орициклами. Сфера при тех же обстоятельствах переходит не в плоскость, а в кривую поверхность, которую Лобачевский назвал «предельной сферой», а в настоящее время именуют орисферой. Лобачевский отмечает, что на орисфере имеет место евклидова геометрия, причем роль прямых на ней играют орициклы. Это позволяет Лобачевскому, опираясь на евклидову тригонометрию на орисфере, вывести тригонометрию на плоскости в его геометрической системе. Название «воображаемая геометрия» подчеркивает, что эта геометрия относится к евклидовой, «употребительной», по терминологии Лобачевского, как мнимые числа, «воображаемые», по его терминологии, к действительным.

Лобачевский сразу же поставил вопрос об экспериментальной проверке того, какая геометрия имеет место в реальном мире – «употребительная» или «воображаемая», для чего он решил измерить сумму углов треугольника, образованного двумя диаметрально противоположными положениями Земли на ее орбите и Сириусом и считая один из углов этого треугольника прямым, а другой – равным углу параллельности, Лобачевский нашел, что эта сумма отличается от 
[image: image42.wmf]p

на разность, меньшую ошибки угломерных инструментов в его время. «После того, - пишет Лобачевский, - можно вообразить, сколько эта разность, на которой основана наша теория параллельных, оправдывает точность всех вычислений обыкновенной геометрии и дозволяет принятые начала рассматривать как бы строго доказанными».

Это объясняет, что под «строгим доказательством теоремы о параллельных» в докладе 1826 г. Лобачевский понимал невозможность установить экспериментальным путем ,какая из двух геометрий имеет место в реальном мире, откуда вытекает, что на практике можно пользоваться «употребительной геометрией», не рискуя впасть в ошибку.

Наиболее полно изложена система Лобачевского в его «Новых началах с полной теорией параллельных» (1835-1838). Изложение геометрии у Лобачевского основывается на чисто топологических свойствах прикосновения и сечения, конгруэнтность тел и равенство отрезков определяются по существу с помощью движения.

В позднейших работах Лобачевский ввел координаты и вычислил из геометрических соображений целый ряд новых определенных интегралов, которым он специально посвятил работу «Применение воображаемой геометрии к некоторым интегралам» (Учен. зап. Казан. ун-та, 1836), многие из которых были включены в дальнейшие справочники.
Непротиворечивость геометрии Лобачевского
Выведя уже в своей первой работе «О началах геометрии» формулы тригонометрии своей новой системы, Лобачевский заметил, что «эти уравнения переменяются в… (уравнения) сферической Тригонометрии, как скоро вместо боков a, b, c ставим в 
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c

, но в обыкновенной Геометрии и сферической Тригонометрии везде входят одни содержания (т. е. отношения) линий: следовательно, обыкновенная Геометрия, Тригонометрия и эта новая геометрия всегда будут согласованы между собой». Это означает, что если мы запишем теорему косинусов, теорему синусов и двойственную теорему косинусов сферической тригонометрии для сферы радиуса r в виде
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то формулы тригонометрии Лобачевского можно записать в том же виде, заменив стороны a, b, c треугольника произведениями ai, bi, ci; так как умножение сторон a, b, c на i равносильно умножению на i  радиуса сферы, то, полагая r=qi  и воспользовавшись известными соотношениями
cos(ix) = ch x,  sin(ix) = i sh x,
мы можем переписать соответственные формулы тригонометрии Лобачевского в виде
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Сам Лобачевский пользовался не функциями ch x и sh x, а комбинациями введенной им функции 
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P

 с тригонометрическими функциями; постоянная q в этих формулах – та же, что и в формулах (1) и (2).
Фактически Лобачевский доказал непротиворечивость своей системы тем, что ввел как на плоскости, так и в пространстве координаты и таким образом построил арифметическую модель плоскости и пространства Лобачевского. Однако сам Лобачевский видел свидетельство непротиворечивости открытой им геометрии в указанной связи формул его тригонометрии с формулами сферической тригонометрии. Этот вывод Лобачевского неправомерен. В своем мемуаре он доказал, что формулы сферической тригонометрии вытекают из его геометрии, между тем, чтобы утверждать, что из непротиворечивости тригонометрических формул вытекает непротиворечивость геометрии Лобачевского, надо было бы доказать, что все предложения последней можно вывести из ее тригонометрических формул и «абсолютной геометрии» - предложений, не зависящих от пятого постулата.  Лобачевский попытался провести такое доказательство, но в его рассуждения вкралась ошибка.
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